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PRZYKLADY BUDOWY MODELI
REGRESYJNYCH | KLASYFIKACYJNYCH

Janusz Watroba, StatSoft Polska Sp. z o.o.

Tematyka artykulu obejmuje wprowadzenie do problematyki modelowania statystycznego
ijego roli w badaniu mechanizméw réznorodnych zjawisk i procesow, opisywanych przez
zgromadzone dane empiryczne. W opracowaniu przedstawiono takze przyktady budowania
1 interpretacji wynikow analizy w przypadku modeli regresyjnych i klasyfikacyjnych.

Wprowadzenie do problematyki modelowania statystycznego

W poznawaniu zjawisk i procesOw otaczajacej nas rzeczywistosci najbardziej powszech-
nym celem badan jest zazwyczaj odtworzenie mechanizméw odpowiedzialnych za ich
przebieg. Wierne odzwierciedlenie tych mechanizmow nawet w stosunkowo mato skompli-
kowanych sytuacjach jest zazwyczaj bardzo trudne i wymaga umiejetnosci wydobycia
najbardziej istotnych elementow i zachodzacych migdzy nimi powiazan. Takie uproszczo-
ne odwzorowanie rzeczywistosci (czyli modelowanie) jest stosowane w wielu dziedzinach
dziatalno$ci praktycznej ibadawczej cztowieka. Model jest pojeciem abstrakcyjnym,
swoistym pomostem migdzy abstrakcyjnymi sposobami myslenia a realnie istniejaca
rzeczywistoscia. Przedstawia on pewne wyodrgbnione, obiektywnie istniejace relacje, ktore
odwzorowuje za pomoca uzytecznych regul, pozwalajacych upodabnia¢ zachowanie
i wlasnosci przedstawionego fragmentu rzeczywistosci. Dobrze skonstruowany model
w adekwatny sposob odtwarza badane obiekty, zjawiska lub procesy i powinien stanowié¢
kompromis migdzy nadmiernym uproszczeniem rzeczywistosci a zbytnim nagromadze-
niem szczegdlow [Ostasiewicz 1998].

W zaleznosci od dziedziny badan, przy modelowaniu stosowane sa dwa ogolne podejscia:
dedukcyjne i indukcyjne. Pierwsze z wymienionych podej$¢ polega na tym, ze w trakcie
procesu modelowania wykorzystywane sa prawa ifakty znane zteorii. Sytuacja taka
wystepuje najczesciej w tych dziedzinach badan empirycznych, w ktérych jest mozliwosé
oparcia si¢ na solidnych podstawach teoretycznych. W drugim podej$ciu punktem wyjscia
sa empiryczne dane pochodzace z eksperymentu lub obserwacji.

Niezaleznie od ogdlnego podejscia zastosowanego w procesie modelowania zazwyczaj
nalezy bra¢ pod uwagg jeszcze jeden rodzaj uproszczen. Chodzi o to, ze nie zawsze bedace
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przedmiotem zainteresowania cechy badanych obiektow daje si¢ bezposrednio zmierzyc¢.
Czasami warto$ci zmiennych, na podstawie ktorych modeluje si¢ okreslone zaleznosci
stanowia tylko czg¢$ciowe odwzorowanie nat¢zenia rzeczywistych cech badanych obiek-
tow. Ma to oczywiscie wplyw na wiarygodnos¢ wnioskow, ktore sa wyciagane w oparciu
o zbudowany model. Kolejnym zroédlem niedoktadnego odzwierciedlenia empirycznych
danych przez model moga by¢ bledy pojawiajace si¢ w trakcie pomiaru wartosci
zmiennych.

W praktyce zbudowanie dobrego modelu wymaga od badacza umiej¢tnego wyodrebnienia
istoty mechanizmu, ktory opisuja dane, i przeksztalcenia go do postaci umozliwiajacej zas-
tosowanie podejscia statystycznego. Najczgsciej sprowadza si¢ to do przyjecia okreslonej
matematycznej formuly ujmujacej powiazania pomigdzy mierzonymi zmiennymi oraz
zatozen dotyczacych losowych procesow wplywajacych na wyniki pojedynczych pomia-
row. W ten sposob powstaje statystyczny model zjawiska. Dopasowanie takiego modelu
do okreslonego zbioru empirycznych daje podstawe do uogdlnienia wynikow w szerszym
kontekscie lub do przewidywania wynikow w przysztosci, co czgsto prowadzi do lepszego
wyjasnienia badanego zjawiska (Krzanowski 1998).

Opisany powyzej bardzo skrotowo sposob formutowania wspotzaleznosci opisujacych inte-
resujace badacza zjawisko lub zespo6t zjawisk nazywamy modelowaniem statystycznym.

W dalszej czgéci opracowania zostana przedstawione dwa przyktady budowy modeli.
Pierwszy znich bedzie dotyczyl sytuacji, w ktorej zmienna zalezna ma charakter ilos-
ciowy. Jest to tzw. zagadnienie regresyjne. Drugi przyktad dotyczy budowy modelu dla
zmiennej zaleznej o charakterze jakosciowym. Tego typu zagadnienie nazywane jest
zagadnieniem klasyfikacyjnym.

Przyktad budowy modelu regresyjnego w programie STATISTICA

Dla zilustrowania procesu budowy modelu dla zmiennej zaleznej o charakterze ilo$ciowym
wykorzystano dane dotyczace 24 kobiet i 23 mgzczyzn w wieku od 19 do 76 lat. Badana
zmienng zalezna bylo skurczowe cisnienie krwi. Przystepujac do analizy zebranych da-
nych, postanowiono oceni¢ zalezno$¢ pomigdzy skurczowym ci$nieniem krwi a wiekiem.
W tym celu najpierw utworzono wykres rozrzutu. Przedstawia go zamieszczony ponizej
rysunek.

Rozmieszczenie punktéw na wykresie wskazuje na wystgpowanie pewnej prawidtowosci.
Wida¢ dos¢ wyraznie, ze wraz z wiekiem stopniowo wzrasta poziom cisnienia skurczo-
wego krwi. Charakter tej zaleznoS$ci jest zblizony do przebiegu liniowego. Mozna rowniez
zauwazy¢ zwickszanie si¢ rozrzutu wartosci zmiennej zaleznej u 0os6b w starszym wieku.
Dla ilosciowego opisu wystepujacej zaleznosci przeprowadzono analiz¢ regresji liniowe;.
Najwazniejsze wyniki zbudowanego modelu przedstawiono ponizej w tabeli.
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Cisénienie skurczowe a wiek

190
180 °

170 - .

160 e o
150 .
140 .

130

Ci$nienie skurczowe
°
°
o
.

120 - ° .
110 °® o

100

920

Wiek

Podsumowanie regresji dla zmiennej zaleznej: Cisnienie skurczowe
R=0,80739 R2=0,65188 Skoryg. R2=0 64414
F(1.45)=84,265 p<0,0 Btad std. estymacji: 12,098

BETA | Biad st. ‘ B | Btad st. | t(45) [poziom p
N=47 BETA B
W. wolny | 85,24783] 5.71534]14.91563]  0,00000
Wiek | 080733 008795 100745/ 010975 9.17962] 0.00000

Oszacowany model mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
Cisnienie skurczowe = 85,24783 + 1,00745 «Wiek

Interpretujac uzyskana warto§¢ oceny wspotczynnika regresji, mozemy stwierdzié, ze
przyrost wieku o jeden rok powoduje wzrost sredniego ci$nienia skurczowego krwi o okoto
1 jednostkg. Dwie najczgsciej wykorzystywane statystyki stuzace do oceny dobroci dopa-
sowanego modelu to wspélczynnik determinacji R oraz btad standardowy estymacji S..
Wspotczynnik determinacji mierzy zgodno$¢ dopasowania modelu do rzeczywistych da-
nych i informuje, jaka czg$¢ catkowitej zmienno$ci zmiennej zaleznej jest wyjasniana przez
zbudowany model. W naszym przypadku okazuje si¢, ze model pozwala wyjasni¢ nieco
ponad 65% zmienno$ci ci$nienia skurczowego krwi. Tak wigc pozostate 35% moze zostaé
wyjasnione przez inne nieuwzglednione w modelu czynniki. Standardowy btad estymacji
wyniost okoto 12,1, co oznacza, ze gdyby$my prognozowali warto$ci zmiennej zaleznej
w oparciu o oszacowany model, wowczas mylilibysmy si¢ $rednio o+ 12,1 mm Hg.
Stanowi to blisko 9% $redniej wartosci cisnienia skurczowego krwi. Ponizej zamieszczono
wykres ilustrujacy dopasowany model.

Przypuszczano, ze pte¢ badanych pacjentow rowniez ma wptyw na poziom ci$nienia skur-
czowego krwi. W zwiazku ztym w dalszej czesci analizy zbudowano model uwzgled-
niajacy zmienna Ple¢. Zostala ona wprowadzona do modelu jako tzw. zmienna zero-
jedynkowa. Podobnie jak poprzednio, najwazniejsze wyniki dla oszacowanego modelu
przedstawiono w tabeli.
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Model regresiji liniowej: cisnienie skurczowe wiek

Ci$nienie skurczowe = 85,2478+1,0075*x
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Podsumowanie regresji dla zmiennej zaleznej: Cisnienie skurczowe
R=0.89568 R2=0,80224 Skoryg. R2=0,79325
F(2,44)=89,245 p=0,0 Btad std. estymacji: 9,223

BETA | Biad st. B Btad st. t(44) poziom p
N=47 BETA B
W. wolny | 62,36677| 5,88432) 1069915
Wiek 0,80250] 0,06705| 1.00135) 0,08366 11,96921
Ptec 0,38779 0,06705| 1566467 269103 573391

Wida¢ dos$¢ znaczng poprawg dopasowania zbudowanego modelu. Pozwala on wyjasnié
nieco ponad 80% oryginalnej zmienno$ci ci$nienia skurczowego. Niecale 20% to wpltyw
innych, nieuwzglednionych w modelu zmiennych. Warto$¢ standardowego btedu estymacji
zmniejszyta si¢ do okoto 9,2, co stanowi okoto 6,8% S$redniej wartosci skurczowego
ci$nienia krwi.

Innym sposobem przedstawienia wystgpujacych zaleznosci moze by¢ zbudowanie dwoch
odrebnych modeli dla kazdej z grup badanych kobiet i mgzczyzn z osobna. Powinno si¢
jednak wczesniej sprawdzi¢, czy badane grupy pacjentdw nie ro6znia si¢ pomiedzy soba
przecictnym wiekiem. Aby to oceni¢, obliczono odpowiednie srednie wieku (przedstawio-
no je ponizej w tabeli).

Tabela przekrojow statystyk opisowych N=47
Plec Wiek Wiek Wiek
Srednie | N | Odch std
Kobieta 4933 24 16,279
(MeZczyzna 49,74 23 16.589
Ogét grp. 49 53 47 16,253

Jak wida¢, zréznicowanie przecigtnego wieku badanych kobiet i mg¢zczyzn okazuje sig
stosunkowo niewielkie.

W nastepnym kroku zbudowano dwa odrgbne modele: jeden dla badanej grupy kobiet
i jeden dla badanej grupy mezczyzn.
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Podsumowanie regresji dla zmienne] zaleznej: Cisnienie skurczowe| Podsumowanie regresji dla zmiennej zaleznej: Cisnienie skurczowe

R=0.88735 R2=0,78739 Skoryg. R2=0,77773 R=0,88416 R2=0,78174 Skoryg. R2=0.77134

F(1,22)=81,478 p<0.0 Btad std. estymacji- 7,313 Fi1,21)=75,214 p=0,0 Btad std. estymacji: 10.392

Whacz warunek: v3=1 (Kobisty) Wigcz warunek: v3=2 (MezczyZni)

BETA | Btad st. ‘ B Blad st. | 1(22) ‘puzium P BETA | Bifad st. ‘ B ‘ Biad st. | t21) |poziom p

N=24 BETA B N=23 BETA B
W. wolny 85.62419] 4858851 17,63320 W. wolny 8569172 6,98754[ 12.263511 0,000000
Wiek 0,88735 0.09831 0.84546 0,09366] 902651 Wiek 068416 010195 115830 0.13356 567261 0.000000

Zbudowane modele mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
Kobiety: Cisnienie skurczowe = 85,62419 + 0,84546 «Wiek
Mezczyini: Cisnienie skurczowe = 85,69172 + 1,15830«Wiek

Jak wida¢, zbudowane modele rdznig si¢ przede wszystkim warto$ciami ocen wspotczyn-
nikow regresji. Interpretujac te warto$ci, mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku kobiet
przyrost wieku o jeden rok powoduje przecigtny przyrost poziomu skurczowego cisnienia
krwi o okoto 0,85, podczas gdy w przypadku mezczyzn przyrost wynosi okoto 1,16.
Obydwa oszacowane modele przedstawiono na zaprezentowanym ponizej wykresie.

Cisnienie skurczowe krwi a wiek w grupach pici

Kobiety: Ci$nienie skurczowe = 85,6242+0,8455*x

Mezczyzni: Cisnienie skurczowe = 85,6917+1,1583*x
190

Cisnienie skurczowe
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Jak wida¢, dopasowane linie regresji r6znia si¢ katem nachylenia. Oznacza to, ze w przy-
padku mezczyzn (u ktoérych warto$¢ wspotczynnika regresji jest wyzsza) mozna zaob-
serwowac wigkszy wzrost przecigtnych wartosci skurczowego ci$nienia krwi z wiekiem.

Oszacowane modele mozna wykorzysta¢ do proby opisania mechanizmu wplywu wieku na
ksztaltowanie si¢ skurczowego cisnienia krwi oraz przewidywania jego wielkoSci przy
danym wieku pacjenta, co moze mie¢ duze znaczenie w dziataniach profilaktycznych.

Przyktad budowy modelu klasyfikacyjnego w programie STATISTICA

Druga z prezentowanych technik modelowania jest wykorzystywana do ilo§ciowego opisu
wplywu zmiennych niezaleznych na zmienna zalezna, ktéra ma charakter jako§ciowy. Ma
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ona zastosowanie w rozwiazywaniu zagadnien klasyfikacyjnych (zmienna zalezna ma cha-
rakter zmiennej nominalnej).

W prezentowanym dalej przyktadzie wykorzystano dane pochodzace z badan przeprowa-
dzonych wsrod mezczyzn w wieku od 15 do 65 lat. Celem tych badan bylo okreslenie
nat¢zenia wybranych czynnikoéw wptywajacych na wystepowanie choroby niedokrwiennej
serca oraz ocena wplywu tych czynnikow na poziom ryzyka choroby wiencowe;j.
Badaniami objgto 210 mgzczyzn, u 109 badanych stwierdzono wystapienie zawatu serca,
a 101 pozostalych mezczyzn stanowito grupe poréwnawcza. Dla kazdego z badanych
zebrano informacje o wystapieniu choroby serca oraz o czynnikach, ktore zwigkszaja
ryzyko jej wystapienia: wystgpowanie chorob serca w rodzinie badanego, wiek i poziom
cholesterolu (LDL).

W pierwszej czgs$ci analizy oceniono czgsto$¢ wystgpowania zawalu serca w grupach
pacjentdéw, u ktorych wystgpowaly badz nie wystgpowaly choroby serca w rodzinie. Do
tego celu utworzono tabelg dwudzielcza. Zmieszczono ja ponizej

Podsumowujgca tabela dwudzielcza: czes
Choroby serca | Choroby serca | Wiersz
w rodzinie w rodzinie Razem
Choroba wiencowa Nie Tak
Tak [ 43 66 109
YaKolumny 37.39% 63.47%
Mie 72 29 101
YaKolumny 62 61% 30.53%
Ogét 115 95 210

Jak wida¢, umezczyzn, uktorych stwierdzano wystepowanie chordéb serca w rodzinie,
zawal wystgpowat ponad dwa razy czescie;j.

W dalszej czgéci analizy oceniono zrdéznicowanie przecigtnego poziomu pozostatych
dwoch zmiennych niezaleznych, tzn. wieku i poziomu cholesterolu (frakcja LDL), w gru-
pach pacjentéow, u ktorych stwierdzono badz nie stwierdzono wystapienia zawatu serca.
Tabela ponizej przedstawia uzyskane wyniki.

Tabela przekrojéw statystyk opisowych [Ryzyko choroby wiericowej)
N=210 (Zmienne zalezne nie zawierajg BD)
Choroba | Wiek |Wiek | Wiek Poziom Poziom Poziom
wiencowa | Srednie M |Odch.std |cholesterolu |cholesterolu | cholesterolu
(LDL) (LDL) (LDL)
Srednie N Odch std
Tak 50,82569 109 10,12683 5,602569 109 2,222030
Mig 38.44554 101 14 60512 4.310495 101 1.605757
Ogotgrp. | 4487143 210 13,91043 4.929238 210 2035079

Jak wida¢, w grupie megzczyzn z zawatem serca mozna zaobserwowaé wyzsza Srednia
wieku (o okoto 12 lat) oraz wyzszy przecigtny poziom st¢zenia cholesterolu (o okoto 1,2)
w stosunku do pacjentow, u ktorych nie wystapil zawat serca.

Dla oceny tacznego wplywu branych pod uwage zmiennych niezaleznych na wystapienie
zawalu serca zastosowano uogolniony model liniowy. Najwazniejsze wyniki
oszacowanego modelu przedstawiono w ponizszej tabeli.
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Choroba wiencowa - Oceny parametréw (Ryzyko choroby wiencowej)

Rozktad: DWUMIANOWY

F. wigzgca: LOGIT

Poziom |Kolumna | Ocena |Standard | Wald p Ryzyko
Efekt Efekt Btad Stat. wzgledne
W.wolny 1 4349560 0.729170| 35.58228| 0,00
Wiek 2 0.06509] 0,013433 2347546 1,07
Poziom cholesteralu (LDL) 3 020085 0.087236 5.30091) 0.021314 1,22
Choroby serca w rodzinie 41 1,09669| 0,327825) 11,19134 0,000522 2,99
Skala 1,00000 0.000000

Wida¢, ze wszystkie uwzglednione zmienne niezalezne wykazuja istotny wptyw na wysta-
pienie zawatu serca. Oceniajac wptyw poszczegolnych zmiennych, wykorzystuje si¢ tzw.
ryzyko wzgledne (Agresti 1996, Lindsey 1995). Wskaznik ten zostal podany w ostatniej
kolumnie powyzszej tabeli. Na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze przyrost wieku o 1 rok
powoduje wzrost ryzyka wystapienia choroby niedokrwiennej serca o okoto 7% (przy
interpretacji bierzemy pod uwage wartos¢ ryzyka na poziomie 1). W przypadku poziomu
cholesterolu przyrost jego st¢zenia o 1 mmol/l powoduje wzrost ryzyka o okoto 22%.
I wreszcie wystgpowanie chorob serca w rodzinie badanego powoduje prawie 3-krotny
wzrost ryzyka wystapienia choroby niedokrwiennej serca.

Jednym z najcze$ciej stosowanych kryteriow oceny jakosci zbudowanego modelu jest
poréwnanie rzeczywistej klasyfikacji badanych ze wzgledu na warto$¢ zmiennej zaleznej
z klasyfikacja, ktora otrzymuje si¢ w wyniku zastosowania zbudowanego modelu. Odsetek
zgodnosci tych dwoch klasyfikacji przedstawia zamieszczona ponizej tabela.

Klasyfikacja przypadkdw (Ryzyko choroby wier
llor. szans: 5.223214
Log ilor. szans: 1,653113

Przewidywane | Przewidywane Procent
Obserwow. Tak Nie poprawne
Tak [ 51 28 74,31
Nie | 36 65 64,36

Na podstawie tych wynikow mozemy stwierdzi¢, ze model poprawnie klasyfikuje ponad
74% badanych, u ktérych rzeczywiscie wystapita choroba serca oraz ponad 64% tych,
u ktorych choroba serca w rzeczywistosci nie wystapita.
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