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KONCEPCJA WARTOSCI ZAGROZONEJ VaR (VALUE AT RISK)

Katarzyna Kuziak
Akademia Ekonomiczna we Wroclawiu, Katedra Inwestycji Finansowych i Ubezpieczen

Wprowadzenie

W 1994 roku instytucja finansowa JP Morgan opublikowata metodologie zarzadzania
ryzykiem RiskMetrics, stuzaca m.in. do obliczaniu Value at Risk (VaR). Obecnie VaR jest
najpopularniejszym rozwiazaniem, jesli chodzi o pomiar ryzyka rynkowego, ale jest
rowniez stosowana do innych rodzajow ryzyka, tj. kredytowego i operacyjnego. Jest to
w pewnym sensie uniwersalna miara ryzyka, poniewaz daje mozliwo$¢ wyrazenia ryzyka
roznych pozycji przyjmowanych na rynku finansowym w sposob jednolity. Kluczowym
problemem, z punktu widzenia praktyki, jest wybdr metody szacowania VaR. W pracy
przedstawione zostana:

¢ metody szacowania VaR,

¢ zalety i wady VaR.

Miara VaR jest najpopularniejsza miara ryzyka w grupie miar zagrozenia, ma duze walory
interpretacyjne i jest zalecana przez instytucje nadzoru do pomiaru ryzyka instytucji finan-
sowych. Wykorzystywana jest takze do pomiaru innych niz ryzyko rynkowe rodzajow
ryzyka finansowego. Jest podstawa dla innych miar ryzyka, stuzacych analizowaniu ryzyka
przedsigbiorstwa. Sa to miary zagrozenia, takie jak np.: EaR (Earnings at Risk), EPSaR
(Earnings Per Share at Risk), CFaR (Cash Flow at Risk), CCFaR (Credit Cash Flow at
Risk) czy LaR (Liquidity at Risk).

Definicja wartosci zagrozonej VaR

Value at Risk jest to strata wartosci rynkowej (instrumentu finansowego, portfela, insty-
tucji) taka, ze prawdopodobienstwo osiagnigcia jej lub przekroczenia w zadanym prze-
dziale czasowym jest réwne zadanemu poziomowi tolerancji. Jesli np. zadany przedziat
czasowy wynosi dzien i zadany poziom tolerancji wynosi 0,05, za§ VaR portfela wynosi
0,7 mln PLN, oznacza to, ze prawdopodobienstwo straty (spadku wartosci portfela) w cia-
gu dnia réwnej lub wigkszej niz 0,7 mln PLN jest rowne 0,05 (czyli jest niewielkie) [5].
Z definicji tej wynika, ze VaR zalezy od dwdch parametrow, ktore powinny zostaé okreslo-
ne przez decydenta (zarzad). Sa to:

¢ horyzont czasowy (np. banki stosuja 1 dzien, fundusze inwestycyjne i niektére przed-
sigbiorstwa 1 miesiac);
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¢ poziom tolerancji (np. JP Morgan stosuje 0,05, Komitet Bazylejski do Spraw Nadzoru
Bankowego zaleca 0,01).

Zamiast poziomu tolerancji (jest bliski 0) rozwaza sie réwniez poziom ufnosci, ktory
stanowi roznicg migdzy 1 (100%) a poziomem tolerancji.

Nalezy pamigtac o nastepujacych zasadach:
1. Im nizszy poziom tolerancji, tym wigksza wartos¢ VaR.
2. Im dluzszy horyzont czasowy, tym wigksza warto$¢ VaR.

Zauwazmy, ze VaR jest funkcja odpowiedniego kwantyla rozktadu wartosci portfela. Im
nizszy poziom tolerancji, tym wyzsza jest warto§¢ VaR, aim dluzszy jest rozpatrywany
przedzial czasowy, tym wyzsza jest wartos¢ VaR.

Formalnie VaR mozna okresli¢ nastgpujaco:
PW <W,-VaR) =« (1
gdzie:
W, — obecna warto$¢ portfela;
W — warto$¢ portfela na koncu okresu, jest to zmienna losowa;
o — poziom tolerancji (prawdopodobienstwo bliskie 0, z reguty 0,01 lub 0,05).

Oznaczmy kwantyl rozkladu wartosci odpowiadajacy zadanemu prawdopodobienstwu
przez W,. Wtedy mamy:

PW<W)=a, (2)

czyli otrzymujemy:
w,=W,-VaR . 3)

Czesto analiza ryzyka prowadzona jest nie dla wartosci, lecz dla stop zwrotu. Oznaczmy
kwantyl rozktadu stop zwrotu odpowiadajacy zadanemu prawdopodobienstwu przez R, .

Wowczas otrzymujemy:
P(R<R)=a. “4)

Stopa zwrotu (przy kapitalizacji okresowej) jest okreslona jako:
Wa — WO

R 5
a W (%)
Po przeksztatceniu (5) i podstawieniu do (3), po przeksztatceniach otrzymujemy:
VaR =—-R, W, . (6)

Poniewaz kwantyl rozkladu stopy zwrotu odpowiadajacy malemu prawdopodobienstwu
jest z reguly ujemny, zatem VaR we wzorze (6) przyjmuje z reguty warto$¢ dodatnia.
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Z powyzszego wzoru wynika, ze podstawowym parametrem niezbednym do okreslenia
VaR jest kwantyl rozktadu stép zwrotu.

Metody szacowania VaR

Szacowanie VaR jest istotnym problemem praktycznym, ktoéry nie doczekat si¢ uniwersal-
nego rozwigzania. Czgsto stosuje si¢ nastgpujace metody:

podejscie wariancji—kowariancji,

symulacja historyczna,

symulacja Monte Carlo,

podejscie wyznaczania kwantyla dowolnego rozktadu,
podejscie oparte na teorii wartosci ekstremalnych,

* & & & o o

podejscie oparte na wykorzystaniu wartosci pochodzacych z ogona rozktadu.

Podejscie wariancji—kowariancji

W podejsciu wariancji—kowariancji zaktada si¢, ze rozklad stop zwrotu jest wielowymiaro-
wym rozktadem normalnym. W takiej sytuacji kwantyl jest funkcja $redniej i odchylenia
standardowego rozktadu stop zwrotu:

R,=u—ko, )
gdzie:
u — $rednia rozktadu stopy zwrotu;
o — odchylenie standardowe rozktadu stopy zwrotu;
k —stala, zalezna od prawdopodobienstwa, np. gdy 1-0=0,95, k=1,65; gdy 1-0=0,99,
k=2,33.
Z (6) 1 (7) wynika, ze:

VaR = (ko — )W, . (®)

Value at Risk mozna wyznaczaé rowniez dla portfela instrumentdéw finansowych. Zatézmy,

ze wielowymiarowy rozktad stép zwrotu sktadnikéw portfela jest wielowymiarowym roz-
ktadem normalnym o wektorze $rednich i macierzy kowariancji danych jako:

Hy On1 O - Oy

| #Ha y Oy O - Oyy
u_ ) - )

/um Gml sz . O-mm

gdzie m jest liczba sktadnikow portfela.
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Natomiast zaleznosci taczace $rednia iodchylenie standardowe rozktadu stopy zwrotu
portfela ze $rednimi i odchyleniami standardowymi rozktadéw stéop zwrotu sktadowych
instrumentéw finansowych mozna zapisa¢ nastgpujaco:

H= iwi/’li ©)

i=1

oraz:
o-:iiw,-wja,-j ) (10)

gdzie w; oznacza udzial i-tego sktadnika w portfelu.
Po podstawieniu (9) i (10) do (7) lub (8) otrzymujemy warto$¢ VaR.

W tym przypadku pojawia si¢ problem oszacowania parametrow rozktadow stop zwrotu,
zreguly na podstawie danych historycznych. Badania empiryczne przeprowadzone na
wielu rynkach wskazuja, ze rozklady stép zwrotu odbiegaja od normalnego, a zatem
podejscie to nalezy stosowac z pewna ostroznoscia [6].

Symulacja historyczna

Symulacja historyczna polega na tym, ze w odniesieniu do rozpatrywanego portfela
instrumentow finansowych stosuje si¢ stopy zwrotu obliczone na podstawie danych
historycznych, np. z ostatnich 200 lub 250 dni. Otrzymuje si¢ zatem tyle obserwacji
dotyczacych stopy zwrotu portfela, ile danych wzieto pod uwage, wedlug wzoru:

R, = ZwiRit
i=1
W ten sposob wygenerowany zostaje rozktad statystyczny stop zwrotu. Wyznaczenie
kwantyla tego rozktadu pozwala na okreslenie VaR bezposrednio z definicji, stosujac

wzory (2)1(4).

Gléwna zaleta symulacji historycznej jest fakt, ze jest to podejscie nieparametryczne.
Oznacza to, ze nie ma tu ograniczen wynikajacych z konieczno$ci przyjecia zatozenia
normalnosci oraz unika si¢ szacowania parametrow (takich jak np. srednia czy odchylenie
standardowe) na podstawie danych historycznych [6].

Symulacja Monte Carlo

W symulacji Monte Carlo przyjmuje si¢ pewien hipotetyczny model, ktory najlepiej opi-
suje mechanizm ksztaltowania si¢ cen (lub stop zwrotu) instrumentoéw finansowych. Zaleca
si¢, aby ten model byt wczesniej zweryfikowany na wielu danych empirycznych. Nastgpnie
generuje si¢ wiele (np. kilka tysigcy) obserwacji stop zwrotu instrumentéw finansowych,
otrzymujac w ten sposob rozktad stop zwrotu portfela. Wyznaczenie kwantyla tego
rozktadu pozwala na okreslenie VaR bezposrednio z definicji, stosujac wzory (2) i (4) [6].
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Precyzujac powyzsza ide¢ w wyznaczaniu VaR mozna wyr6zni¢ nastgpujace etapy:

1. Wybor procesu stochastycznego i parametrow.

2. Wygenerowanie ciagu liczb pseudolosowych ¢,¢,,...,&, ktore stuza do obliczenia
cen S, ,,S S

t+1o 420> M t4n -

Obliczenie wartosci aktywow F,

+., = F; woparciu o ciag cen w momencie 7.

4. Powtarzanie krokow 2 i 3 wiele razy (np. 10 tys. razy). W efekcie otrzymamy rozktad
wartosci Fj,...,F;%, z ktérego bedzie wyznaczony kwantyl — Value at Risk na usta-
lonym poziomie istotnosci, np. 0.05.

Zasadniczym problemem jest w tym przypadku okreslenie modeli dla poszczegoélnych
instrumentéw finansowych.

Przyklad dla akcji

W odniesieniu do akcji czesto zaktada sig¢, ze proces ich cen jest geometrycznym ruchem
Browna:

dS, =, S,dt+0,5,dw,,
gdzie:
S; — cena akcji w momencie
M — dryf w momencie
o; — zmienno$¢ w momencie ¢, dW ~ N(0, \/E );
lub w wersji dyskretne;j:

AS, =S, | (uAt + oer[Al) £ ~N(0,1).

W takim wypadku etapy procedury sa nastgpujace:
1. zadawany jest punkt startowy S,.
2. generowany jest ciag g dla i =1,....n.

3. S, =S, +S,(uAt + o4/ AY) .

4. S, =84 +S. (ULt + 05,4 At) .
5. itakdalej,azdo S,,, =S;.

t+n

Podejscie wyznaczania kwantyla dowolnego rozkladu

Jest to wariant bardziej ogdlnego podejscia w porownaniu do podejscia wariancji—kowar-
iancji, poniewaz VaR mozna okres$li¢ na podstawie kwantyla dowolnego, zadanego
rozktadu. W tej sytuacji nalezy na podstawie danych historycznych oszacowac parametry
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rozktadu, a nastgpnie wyznaczy¢ kwantyl (jesli istnieje prosty sposob przedstawienia tego
kwantyla jako funkcji parametréw rozktadu).

Zasadniczym problemem jest w tym przypadku okreslenie postaci rozktadu. Wydaje sie, ze
dos¢ obiecujaca klasa rozktaddéw sa rozktady stabilne (sa to uogoélnienia rozktadu normal-
nego). Mandelbrot (por. [12]) zaproponowal zastosowanie tych rozktadéw do analizy stop
zwrotu. Rodzina rozktadow stabilnych jest bardzo szeroka, dlatego rokuje duze nadzieje,
jesli chodzi o jej przydatnosé jako rozktadow stdp zwrotu. Pojawiaja si¢ jednak problemy
z wnioskowaniem statystycznym dla tych rozktadow [6].

Podejscie oparte na teorii wartosci ekstremalnych

Podejscie to prowadzi w sposob posredni do okreslenia VaR. Nie oblicza si¢ tutaj bez-
posrednio kwantyla rozktadu stop zwrotu, natomiast dazy si¢ do okreslenia wartosci ekstre-
malnej rozktadu, np. okreslenia maksymalnej straty. Podejscie to wywodzi si¢ z teorii
warto$ci ekstremalnych (por. np. [2]). Jednym z wazniejszych elementow tej teorii jest
twierdzenie, ktore glosi, ze maksimum zbioru zmiennych losowych (np. stop zwrotu) ma
rozktad graniczny nalezacy do klasy tzw. uogolnionych rozktadow wartosci ekstremalnych
(Generalized Extreme Value Distributions), ktorych posta¢ jest znana (por. np. Jajuga
(2000)). Do tej klasy rozkltadéw zalicza si¢ np. rozklady Frécheta, Weibulla i Gumbela.
Mozna wykaza¢, ze kwantyl rozktadu maksymalnej straty okreslony jest wzorem:

y=ﬂ—%[l—[—ln(l—a)]"§]

gdzie:
y — kwantyl,
I, o, & — parametry rozktadu.

Istotnym problemem jest w tym przypadku oszacowanie przedstawionych trzech paramet-
row rozktadu maksymalnej straty, co mozna uczyni¢ na przyklad za pomoca metody
najwiekszej wiarygodnosci [6].

Podejscie oparte na wykorzystaniu wartosci pochodzqcych z ogona rozkltadu

Wszystkie przedstawione metody szacowania VaR wykorzystywaly caty zbior obserwacji.
Jednak VaR dotyczy w istocie sytuacji ekstremalnych. Zatem przy szacowaniu dobrze by
byto wykorzystywaé przede wszystkim obserwacje pochodzace z ogona rozktadu. Zastoso-
wanie klasycznych metod estymacji pogarsza niestety statystyczng jakos¢ oszacowan
(zuwagi na mata liczbe wykorzystywanych obserwacji). Pewnym kompromisem jest
podejscie zaproponowane przez McNeila (por. [13]). Wykorzystuje on znany w teorii
wartosci ekstremalnych fakt, ze obserwacje z ogona rozktadu moga by¢ dobrze przyblizone
za pomocg tzw. uogolnionych rozktadéw Pareto (por. np. [2]).
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W rezultacie proponowany estymator VaR laczy metode najwigkszej wiarygodnosci dla
uogoblnionego rozktadu Pareto z klasyczng metoda okreslenia udzialu obserwacji z ogona

w o0gdlnej liczbie obserwacji [13]:

gdzie:

B

n - _
VaR =u +E((N_(l —a) -1,

u

u — przyjety prég dla wyboru obserwacji pochodzacych z ogona rozktadu,

N, — liczba obserwacji pochodzacych z ogona (powyzej progu),

p, &— parametry uogdlnionego rozktadu Pareto (szacowane metoda najwigkszej

wiarygodnosci).

Tabela 1. Podsumowanie metod szacowania VaR

Metoda Zalety Wady
o . Przyjecie zalozenia rozktadu normalnego;
Podejscie wariancji— . L LS
L Prostota problem oszacowania $redniej i wariancji na
kowariancji . L
podstawie danych z przeszto$ci
Problem z otrzymaniem jednorodnych danych
. historycznych; wrazliwo$¢ otrzymanych wyni-
Symulacja . \ X .
. Metoda nieparametryczna | kdw na zbiory danych zastosowane w oblicze-
historyczna

niach; konieczno$¢ ustalenia dtugosci okresu,
z ktérego maja pochodzi¢ dane

Symulacja Monte

Duza doktadnos¢; stosuje
si¢ wowczas, gdy nie ma

Duza zalezno$¢ wynikow od przyjetego

Carlo mozliwosci wyko- modelu cen (stop zwrotu)
rzystania innych podej$é
. Problem oszacowania parametrow rozktadu na
Wyznaczanie - . e L
Wykorzystanie innych | podstawie danych z przesztosci; trudnosci ze
kwantyla dowolnego A . . X
rozkladu rozkladéw niz normalny | statystycznym wnioskowaniem dla rozktadow

stabilnych

Teoria wartosci
ekstremalnych

Uwzglednienie
nietypowych sytuacji

Problem oszacowania parametréw rozktadu
maksymalnej straty

Warto$ci pochodzace
z ogona rozktadu

Wykorzystuje obserwacje
pochodzace tylko z ogona
rozktadu

Stosowanie klasycznych metod estymacji
pogarsza jakos$¢ oszacowan; problem ustalenia
warto$ci progu tzw. u

Zrédto: opracowano na podstawie [6]

Tabela 1 zawiera syntetyczne zestawienie wad i zalet omdwionych metod. Nie sg to jedyne
metody szacowania wartos$ci zagrozonej. Na przykltad Maksymiuk (por. [11]) przedstawit
metode symulacji oparta na pewnej, niezbyt duzej liczbie scenariuszy. Hull (por. [4])
przedstawia inne metody, przydatne zwlaszcza dla portfeli instrumentéw, w szczegolnosci
uwzgledniajaca skosnos¢ rozktadu metode oparta na rozwinieciu Cornisha-Fishera. Szersza
dyskusja na temat réznych metod szacowania VaR przedstawiona jest w pracach Joriona
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(por. [10]) i Dowda (por. [1]). Réwniez w tych pracach omawiane jest istotne zagadnienie
przedziatéw ufnosci dla VaR, bowiem VaR szacuje si¢ na podstawie obserwacji
z przesztosci [6].

Zalety i wady VaR

Koncepcja pomiaru ryzyka, jaka jest wartos¢ zagrozona, jest atrakcyjna dla instytucji, ale
nie oznacza to, ze konstrukcja i wykorzystywanie modeli szacowania warto$ci zagrozonej
nie nastrgczaja w praktyce zadnych trudnosci. Przyjrzymy sie¢ teraz zaletom i wadom
koncepcji VaR.

Zalety VaR

Zalety wartos$ci zagrozonej mozna ujac nastgpujaco:

¢ uniwersalnos¢ —ta sama koncepcja pomiaru ryzyka rynkowego jest wykorzystywana
wlasciwie dla wszystkich rodzajow pozycji przyjmowanych przez jednostke, jak row-
niez ta sama koncepcja pomiaru ryzyka moze by¢ stosowana do pomiaru innych rodza-
jow ryzyka, np. ryzyka kredytowego czy operacyjnego (oczywiscie techniki szaco-
wania wartosci zagrozonej sg rézne w kazdym przypadku, ale ryzyko zostaje wyrazone
w sposob jednolity), utatwia to poréwnania i tworzenie zagregowanych miar ryzyka;

¢ okresla prawdopodobienstwo wystapienia ustalonej zmiany warto$ci czynnika ryzyka
(inne miary ryzyka, np. zmiennosci czy wrazliwosci, tego nie okreslaja);

¢ wyraza ryzyko w sposob latwy do zinterpretowania (jako maksymalng mozliwa do
poniesienia strat¢ mierzong w jednostkach pienigznych);
moze by¢ stosowana do okreslenia zabezpieczenia kapitalowego instytucji;
uwzglednia efekt dywersyfikacji portfela;

popularno$¢ —w 1994 r. instytucja finansowa JP Morgan ujawnila stosowany przez nig
system zarzadzania ryzykiem rynkowym Risk Metrics, w 1997 r. system CreditMet-
rics, aw 1999 r. CorporateMetrics, poza tym jest rekomendowana przez instytucje
nadzorcze, takie jak: Grupa Trzydziestu (Group of Thirty, por. [3]), Komitet Bazylejski
do Spraw Nadzoru Bankowego, w Polsce zaleca ja Generalny Inspektorat Nadzoru
Bankowego.

Wady VaR

Do wad wartosci zagrozonej zaliczy¢ mozna nastgpujace:

¢ okresla stratg spowodowana ,,normalnym” funkcjonowaniem rynku, przy okreslonych
zatozeniach (czas, poziom tolerancji), a zatem jes$li warunki rynkowe zmienia si¢
gwattownie, VaR bedzie bezuzyteczna;

¢ nie okresla, jak wysokie beda straty, jesli wartos¢ VaR zostanie przekroczona;
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¢ nie jest koherentng miarg ryzyka w ogolnym przypadku, tj. gdy stopa zwrotu z portfela
ma inny rozktad niz wielowymiarowy normalny czy inny wielowymiarowy rozktad
eliptyczny;
trudnosci w doktadnym oszacowaniu, zwtaszcza dla ztozonych portfeli;
wyniki oszacowan wrazliwe sa na metod¢ estymacji.

Podsumowanie

Szacowanie wartosci zagrozonej nie jest zagadnieniem prostym, szczegdlnie w przypadku
wielowymiarowym. Wszystkie opisane wczesniej metody szacowania wartosci zagrozonej
uzytkownik moze oprogramowaé samodzielnie w jezyku STATISTICA Visual Basic (SVB).
Natomiast w przypadku niektorych z nich mozna postuzy¢ si¢ standardowymi modutami
pakietu STATISTICA 6.1:

¢ podejscie wariancji—kowariancji (rozktad normalny) — Dopasowanie rozktadow;,

¢ podejscie wyznaczania kwantyla dowolnego rozktadu — Dopasowanie rozkiadow

(dla niektérych rozktadéw);

¢ podejscie oparte na teorii wartosci ekstremalnych dla rozktadu Weibulla — Analiza procesu.
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