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Wprowadzenie

W teorii aktuarialnej ryzyko ubezpieczeniowe jest sformalizowane i modelowane. W prak-
tyce ubezpieczeniowej do opisu ryzyka ubezpieczeniowego przydatna jest zmienna losowa,
ktora przyjmuje wartosci nieujemne. Uzasadnione jest to tym, Ze nastepujace zmienne
opisujace ryzyko ubezpieczeniowe nieznane sa ubezpieczycielowi i wystepuja losowo:

¢ Wartosci szkéd,

¢ Liczby szkdd,

¢ Momenty czasowe, w ktorych wystepuja szkody lub straty.

Do opisu liczby szkdd zastosowanie znajduja zmienne losowe skokowe, ktore maja skon-
czony lub przeliczalny zbidr wartosci pochodzacych ze zbioru liczb naturalnych, a do opisu

wartosci szkod stuzg zmienne losowe ciagle, ktore moga przybiera¢ dowolne wartosci
rzeczywiste z pewnego przedziatu liczbowego.

Ze zmienng losowa zwiazana jest jej funkcja rozktadu prawdopodobienstwa, zwana dystry-
buanta, ktora dobrze charakteryzuje ryzyko ubezpieczeniowe. Stad dobrymi miarami ryzy-
ka ubezpieczeniowego stosowanymi w praktyce sa nastgpujace parametry rozktadu praw-
dopodobienstwa:

Wartos$¢ oczekiwana,
Odchylenie standardowe,
Wariancja,

Wspotezynnik zmiennosci,

* & & o o

Wspotczynnik skosnosci.

Jezeli ryzyko jest mierzalne i w wyniku obserwacji zebrano dostatecznie duza liczbe da-
nych statystycznych, to wéwczas mozna stosowac¢ empiryczne metody modelowania, ktore
wykorzystujq statystyke opisowa. Wowczas jako miare ryzyka mozna wykorzystaé para-
metry pozycyjne, takie jak kwartyle, a zwtaszcza mediang, dominantg, odchylenie ¢wiart-
kowe i inne.
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Rozktady prawdopodobienstwa wykorzystywane
do charakteryzacji liczby szkoéd

W klasycznym ujeciu przyjmuje sie, ze dobrym modelem opisujacym liczbe szkod jest
zmienna losowa dyskretna, ktéra oznaczymy symbolem K. Woéwczas zaktada sie, ze
zmienna losowa K przyjmuje wartosci 0,1,2,..., ktére oznaczajg liczby szkod wygenero-
wane przez jedno ryzyko lub portfel ryzyk w badanym okresie, z odpowiednimi prawdopo-

dobiefistwamip,, p,, P, ».. -

W praktyce aktuarialnej do charakteryzacji zmiennej losowej K znajduja zastosowanie nas-
tepujace rozklady prawdopodobienstwa:

¢ Dwumianowy,

¢ Poissona,

¢ Ujemny dwumianowy,

¢ Logarytmiczny.

W przypadku, gdy portfel ubezpieczen zawiera N jednorodnych rodzajow ryzyka, a praw-
dopodobienstwo wystapienia szkody w kazdym znich w ciagu roku jest takie samo
i wynosi p, aprawdopodobienstwo nie wystapienia szkody wynosi q=1-p, to zmienna
K opisujaca liczbg szkod w ciagu roku w tym portfelu jest zmienng losowa o rozktadzie
dwumianowym gdzie:

Pt :P(K:k):( :’)pqu—k’

dla k =0,1,2,...,N.

Przecietng liczbe przewidywanych szkdéd w ciagu roku dla powyzszego portfela ztozonego
z N rodzajow ryzyka mozna oszacowaé za pomoca wartosci oczekiwanej zmiennej losowej
K, ktéra dla rozktadu dwumianowego przyjmuje wartosc:

E(K)=Np.
Natomiast wahania rocznej liczby szkod wokot tej przecigtnej ocenia si¢ na podstawie
odchylenia standardowego lub wariancji, ktorej wartos¢ okresla wzor:

Var(K)=Npq.

W praktyce ubezpieczeniowej na ogdt wystepuja duze portfele ryzyka, a w ubezpiecze-
niach majatkowych przewaznie prawdopodobienstwo wystapienia szkody w pojedynczym
ryzyku jest bardzo mate. W takiej sytuacji na podstawie znanych twierdzen granicznych
z rachunku prawdopodobienstwa przyjmuje sig, ze zmienna losowa K ma rozktad Poissona
0 postaci:

k_ 2,

p _Ee

gdzie A =Np., k=0,1,2,....
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W tym przypadku warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej K okreslone sa nastgpujacymi

wzorami:
E(K)=A, Var(K)=A.

Ponadto w praktyce ubezpieczeniowej moga pojawi¢ sie¢ sytuacje, gdy wariancja liczby

szkod przekracza S$rednia, i woOwczas lepszym modelem opisujacym zmiennag
zmienna losowa o rozktadzie uyjemnym dwumianowym o nastgpujacej postaci

B a+k-1Y) ,
Pr = k qp

gdzie:

0<a<oo,pe(0,1),

p — prawdopodobienstwo wystapienia szkody, q=1-p,

px — prawdopodobienstwo wystapienia « -tej kolejnej szkody po k ,,bezszkodach”.

Dla tego rozktadu podstawowe parametry maja postac:
E(K) =ai, Var(K)=« 9
p

P2

Przyklad

K jest

Zaktad ubezpieczen w pewnym roku sprzedatl 420 polis tego samego typu dla przedsie-
biorstw. Zmienna losowa K opisuje liczbe szkdéd pochodzacych z pojedynczej polisy

w ciagu roku. Dane liczbowe zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1.
Liczba szkdd k 0 1 2 3 4 5 6
Liczba polis 126 105 82 60 25 12 10

Oczekiwana liczba szkdd pochodzacych z jednej polisy wyniesie E(K)=1,5926, a wariancja
Var(K)=3,8725. Jest to przyktad zmiennej, dla ktorej odpowiednim modelem bedzie
rozktad ujemny dwumianowy. Zgodno$¢ rozktadu empirycznego i teoretycznego mozna

sprawdzi¢ za pomoca testu y .

Innym rozktadem stosowanym do charakteryzacji zmiennej losowej K jest rozktad

logarytmiczny o nastgpujacej postaci:

k
k p

~ Kin(t - p)|’
dla k=1,2,..., gdzie pe (0,1), g=1-p.
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Podstawowe parametry maja nastepujaca postac:

| |
E(K)=:T=~,  Var(K)=—L>~~(ing|- p).
ing| q ing|> 4

Istotng sprawa, ktdra nalezy uwzgledniaé, analizujac liczbe szkdd Iub liczbe wypadkow
ubezpieczeniowych pochodzacych badz z pojedynczej polisy, badz z portfela polis, jest
fakt, ze w praktyce ubezpieczeniowej wystepuje zmiennos$¢ intensywnosci wystepowania
wypadkow ubezpieczeniowych, a tym samym szkod. Nawet w tym samym badanym okre-
sie wystepuja lepsze i gorsze okresy dla poszczegolnych rodzajow ubezpieczen, np. ulewne
deszcze i gradobicia w okresie wiosenno-letnim, wlamania do mieszkan w czasie wakacji,
sthuczki samochodowe w okresie jesienno-zimowym iinne. Ponadto zmienng opisujaca
liczbg szkdd nalezy traktowaé jako pewien zmieniajacy si¢ w czasie proces, gdyz spowo-
dowane to moze by¢ pewnymi uwarunkowaniami zewnetrznymi, takimi jak nowe metody
zapobiegania pozarom, zmiany warunkéw handlowych, zmiany technologiczne, wigksza
prewencja iinne. Zatem do opisu procesu wystepowania wypadkow ubezpieczeniowych
oraz szkod nalezy bra¢ pod uwage nastepujace elementy: trendy, cykle, krotkookresowe
wahania, fluktuacje czysto losowe i inne.

Uwzgledniajac zmiennos$¢ intensywnosci wystgpowania wypadkéw ubezpieczeniowych,
wprowadza si¢ zmienna losowa mieszajaca i ostatecznie zmienna losowa opisujaca liczbe
szkod ma rozktad prawdopodobienstwa mieszany Poissona lub mieszany rozktad ujemny
dwumianowy, zwany rozktadem Poly’ego.

Rozktady prawdopodobienstwa wykorzystywane
do charakteryzacji wartosci odszkodowan

Zmienna opisujaca wielkosci odszkodowan charakteryzuje si¢ nastgpujacymi cechami:

¢ Wielkosci szkod sa najczesciej mate i Srednie, stad liczba danych obserwowalnych jest
duza,

¢ Wielkie odszkodowania wystepuja rzadko, czyli z matymi prawdopodobienstwami,
i stad mato jest danych,

¢ Wielkosci szkod nalezy analizowa¢ w kontekscie czasowym 1 przestrzennym, gdyz one
moga by¢ zmienng czasu i wystgpowac ze zréznicowanymi wartosciami w rdznych
regionach,

¢ W przypadku danych z poprzednich iodlegtych momentow czasowych nalezy uw-
zgledni¢ inflacje,

¢ Wartosci odszkodowan sa zwigzane zsumg ubezpieczenia, czyli goérna granica
odpowiedzialnosci ubezpieczyciela lub z decyzjami reasekuracyjnymi, ktore ustalajq
udzial wlasny ubezpieczyciela i automatycznie okreslaja goérna granice zbioru obser-
wacji,
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¢ Rozktad prawdopodobienstwa wartosci tej zmiennej jest przewaznie asymetryczny
i w przypadku duzych roszczen charakteryzuje si¢ tak zwanym wyciagnigtym ogonem.

¢  Wielkos$ci szkdd przyjmuja wartosci rzeczywiste i dlatego opisuja je zmienne losowe
ciagle.

Zatem do modelowania wykorzystywana jest zmienna losowa ciagla o pewnej dystrybuan-

cie F(x), a przede wszystkim o warto$ciach X>0, jak réwniez o wartosci oczekiwanej E(X)

skonczonej, gdyz w przeciwnym przypadku takie ryzyko nie jest ubezpieczalne. Wskazane

jest rowniez w celu uzyskania ubezpieczalnosci, aby wariancja takze byta skonczona. Pod-

stawowy problem, jaki tutaj powstaje, to okreslenie postaci tej dystrybuanty lub znalezienie

podstawowych parametrow tej dystrybuanty. W tym celu stosuje si¢ nastepujace metody:

¢ Konstrukcja empirycznej postaci dystrybuanty na podstawie obserwacji z poprzed-
niego okresu zestawionych w szeregi czasowe,

¢ Szukanie analitycznej postaci dystrybuanty wyrazonej wzorem i w tym celu wykorzys-
tanie statystycznych testow istotnosci typu x* lub a-Kotmogorowa lub Kotmogorowa-
Smirnowa do zweryfikowania hipotezy o postaci dystrybuanty,

¢ Obliczanie na podstawie danych empirycznych podstawowych parametrow rozktadu
bez szukania postaci dystrybuanty.

W zastosowaniach aktuarialnych spotyka si¢ najczesciej nastepujace typy rozktadow:
Gamma,

Pareto,

Beta,

Logarytmiczno-normalny,

* & & o o

Normalny.

Pierwszy typ rozktadéw to rozktady gamma o nastepujacej funkcji gestosci:

1
TO= )

z dwoma parametrami, gdzie ¢ >0, a funkcja gamma " zadana jest wzorem:

A —x/
x’ e x>0,

>

I'y)= j‘xHe*xdx dla y>0.
0

Dla tego rozktadu warto$¢ oczekiwana i wariancja maja postac:
EX)=uy, Var(X)=u’y.

Jesli y=I1, to otrzymamy szczegélny przypadek, zwany rozkladem wyktadniczym
0 nastepujacej postaci funkcji gestosci:

f) =T,
U
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Innym rozktadem stosowanym do opisu zmiennej X jest rozktad Pareto.
Dystrybuanta tego rozkladu okreslona jest wzorem:

1
(1+x)""

F(x)=1-

dlax=>010<g<ow.

Podstawowe parametry dla tego rozktadu maja postac:
E(X):——1 dla a>1,
a-1

E(X2)=; dla « >2.
(@ —1)a -2)

W praktyce ubezpieczeniowej stosowany jest rowniez ucigty rozktad Pareto o nastgpujace;
postaci dystrybuanty:
- 1
F(x)= 1+ x)”
1 dla x> M

dla 0<x<M<w

gdzie M nazywa si¢ maksymalng mozliwa strata.
Funkcja gestosci rozktadu Pareto jest okreslona wzorem:
1
a a
Jx) =9 (d+x)
0 dla x> M

dla 0<x<M<w

Innym rozktadem shuzacym do opisu wartosci szkody jest rozktad beta. Funkcja gestosci
ma wtedy nastepujaca postaé:

f(x) — r(a + IH) xa—]

F(@)I'(p)

w ktorej wystepuja dwa parametry o i £, spelniajace nierdwnosci 0<a <o, 0< f<0.

(1=x"",

Dwa podstawowe parametry tego rozktadu maja nastgpujaca postac:

a
E(X)_a-{—ﬂ )
E(X?)= a(a+1)
(a+ P a+ p+1).

Do opisu wartosci szkéd ubezpieczeniowych jest wykorzystywany rowniez rozktad loga-
rytmiczno-normalny o nastgpujacej postaci funkcji gestosci:

Copyright © StatSoft Polska, 2003
Kopiowanie lub powielanie w jakikolwiek sposdb bez zgody StatSoft Polska Sp. z 0.0. zabronione



N StatSoft’ StatSoft Polska, tel. (12) 4284300, (601) 414151, info@statsoft.pl, www.statsoft.pl

2
f(x) :;exp(_m

2o 262 ,

gdzie 0<y<oo oraz -00 < g <0, 0<o < 0.

Podstawowe parametry tego rozktadu majq postac:

2

M 2
E(X)=e 2 ,Var(X)=¢

uto (ecr _ 1)

W niektorych sytuacjach, gdy portfel ubezpieczen zawiera bardzo duzo polis i duzo jest da-
nych, to na podstawie centralnego twierdzenia granicznego do opisu warto$ci wyplaconych
odszkodowan lub §wiadczen pochodzacych z tego portfela moze by¢ réwniez wykorzys-
tany rozktad normalny.

Funkcja gestosci ma postac:

_(-w)
e 2o dla 0>0.

S@= N 27mo

Warto$¢ oczekiwana i wariancja dla tego rozktadu wynosi:
EX)=p i Var(X)=c".

Przyklad

Pewien zaklad ubezpieczen sprzedaje trzy rodzaje ubezpieczen od kosztow leczenia. Na
podstawie danych z poprzednich lat zaktad ubezpieczen przecigtnie w ciagu roku z jednej
polisy wyptaca dla pierwszej grupy ubezpieczen 250 euro z odchyleniem standardowym
120 euro, dla drugiej grupy ubezpieczen 150 euro z odchyleniem standardowym 80 euro,
a dla trzeciej grupy 360 euro z odchyleniem standardowym 240 euro. W biezacym roku
zaktad ubezpieczen sprzedat 340 polis z pierwszej grupy, 650 polis z drugiej grupy oraz
130 polis z trzeciej grupy. Dane liczbowe zestawiono w tabeli 2.

Tabela 2.
Rodzaj ubezpieczenia od kosztow leczenia 1 2 3
Liczba polis 340 650 130
Oczekiwane §wiadczenie z pojedynczej polisy 250 150 360
Odchylenie standardowe dla pojedynczej polisy 120 80 240

Z oznacza calkowitg warto$¢ wyptaconych §wiadczen z portfela.
E(Z)=340 -250+650-150+130-360=229300,
Var(Z)=340-14400+650-6400+130-57600=1654400,

czyli 6=4067,43.
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Zaktad ubezpieczen chce mie¢ informacje, jakie jest prawdopodobienstwo, ze catkowita
kwota swiadczen z tytutu ubezpieczen od kosztéw leczenia w danym roku przekroczy
240 000 euro.

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, korzystamy z centralnego twierdzenia granicznego, co
zapisujemy wzorem:

P(Z>240 000)=1-P(Z <240 000)=1-F , (240 000),

gdzie
F. ()= q)[x - 229300)

4067,43

oraz @ jest dystrybuanta rozkladu normalnego standaryzowanego. Korzystajac z tablic
rozktadu normalnego, otrzymamy:

1 -F,(240000)=1-®(2,63)=0,0043.
Do modelowania wartosci szkdd pochodzacych ze zdarzen katastrofalnych wykorzystywa-

ne sg rozktady wartosci ekstremalnych. Podamy tutaj przyktadowo trzy najczgsciej stoso-
wane rozktady:

¢ rozklad Frecheta o nastgpujacej dystrybuancie:
dla x<0

F(x)=
exp(—x~%) dla x>0
gdzie parametr o >0,
¢ rozklad Weibulla o nastepujacej dystrybuancie:

Flx) = exp(— (=x)™“ ) dla x<0
1 dla x>0

gdzie parametr o >0,
¢ rozklad Gumbela o nastgpujacej dystrybuancie
F(x)=exp(-exp(-x)).

W przypadku ryzyka katastrofalnego pojawiajg si¢ nastgpujace problemy zwigzane z jego

oceng i pomiarem:

¢ nieporownywalno$¢ danych opisujacych zdarzenia katastrofalne z powodu zmieniaja-
cego si¢ otoczenia, zmieniajacej si¢ wartosci ubezpieczonego majatku, przyrostu lub
spadku populacji ludzi zamieszkujacych zagrozony teren, zmian klimatycznych, zmie-
niajacej si¢ technologii, wystepujacej inflacji 1 innych,

¢ mala liczba danych o zdarzeniach katastrofalnych, ktore wystepuja rzadko, i stad zbyt

krétkie historyczne szeregi czasowe, ktore nie moga da¢ pelnej informacji o danym
zjawisku katastrofalnym,
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¢ wykorzystywanie danych z innych dziedzin, szczegdlnie danych sejsmicznych, meteo-
rologicznych, ekonomicznych i innych do modelowania zdarzen katastrofalnych,

¢ wykorzystanie metod symulacyjnych do oceny rozkladéow prawdopodobienstw iich
parametréw zmiennych losowych opisujacych zdarzenia katastrofalne.

Szukanie analitycznej postaci dystrybuanty - przyktad

Przyktad doboru rozktadu wysokosci szkody oparty jest na danych umownych (1000 ob-
serwacji), wygenerowanych z rozkladu Pareto, w ktorym parametry nie sg statymi, lecz
rowniez sa zmiennymi losowymi (o rozkladzie Gamma). Wprowadzenie zmiennych
mieszajacych miato na celu uzyskanie danych, ktére beda symulowac zachowanie portfela
szkdd niejednorodnych, zwiazanych np. z wystgpowaniem zjawisk katastrofalnych.

Do tak przygotowanych danych beda dopasowywane rozklady, ktdre najczesciej stosowane
sa do modelowania wysoko$ci odszkodowan. Sa to rozktady: wyktadniczy, gamma, loga-
rytmiczno-normalny, Pareto, Weibulla, Burra. W pakiecie STATISTICA pierwsze trzy
z wymienionych znajduja si¢ wsrod rozktadow, jakie mozna dobiera¢ do danych. Rozktad
Weibulla znalez¢ mozna natomiast w Analizie przezycia. Dobdr pozostatych mozliwy jest
przy wykorzystaniu Estymacji nieliniowej, gdzie mozliwe jest dopasowywanie dowolnej
funkcji wprowadzonej przez uzytkownika.

Ksztalt histogramu czestosci analizowanych danych (rysunek 1.), przede wszystkim wyste-
powanie obserwacji bardzo wysokich w poréwnaniu z wartoscia oczekiwang i wariancja,
moze wskazywac, ze konieczne bedzie dopasowanie rozktadu charakteryzujacego sig
tzw. ,,ciezkim ogonem”.

Parametry rozktadu empirycznego sa nastepujace:

¢ Srednia obserwowana: 135,37;

¢ wariancja obserwowana: 69718,81.

Histogram czestosci wzglednych

45
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Rys. 1. Histogram czgstosci wzglednych
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Natomiast ponizsze wykresy, przedstawiajace porownanie dystrybuanty empirycznej z dys-
trybuantami szesciu analizowanych rozktadow, pozwalaja na wstepny wybor wiasciwego
rozktadu. Zaréwno rozktad wyktadniczy, jak i gamma oraz Weibulla niedoszacowuja
prawdopodobienstwa wystapienia szkéd wysokich, czyli tych, ktére w duzym stopniu
wplywaja na wysoko$¢ wartosci oczekiwanej, ktora z kolei stanowi podstawe szacowania
sktadki ubezpieczeniowej. Natomiast rozktad logarytmiczno-normalny przeszacowuje te
prawdopodobienstwa, co skutkuje zawyzeniem sktadki ubezpieczeniowej. Z tego wzgledu
warto przeanalizowaC pozostale dwa rozklady: Burra i Pareto (parametry tych rozktadoéw
zostaty dobrane metoda najwiekszej wiarygodnos$ci przy uzyciu Estymacji nieliniowey).
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Aby dokona¢ wyboru modelu, ktory najlepiej opisuje dane, warto przeanalizowac¢ wykresy
kwantyl-kwantyl.
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Wykresy kwantyl-kwantyl pozwalaja stwierdzi¢, dla jakich wielkosci szkod rozktady teore-
tyczne odbiegaja od danych, a dla jakich dobrze je opisuja. Dla rozktadéw dobrze opisuja-
cych dane, punkty na wykresie powinny uktadaé si¢ wzdhuz prostej. Dla rozktadéw takich
jak wyktadniczy, gamma czy Wiebulla, ktére niedoszacowuja prawdopodobienstwa wysta-
pienia wysokich szkdd, punkty odpowiadajace kwantylom empirycznym odchylaja si¢
w gore.

Aby dokona¢ ostatecznego wyboru rozktadu, trzeba przetestowaé dopasowanie rozktadow
do danych. W tym wypadku postuzono sig statystyka A-Kotmogorowa.

Tabela 3.

gamma Weibulla | wyktadniczy Pareto lOgsg:ill;Zyno_ Burra
o |1.001] o (1027 0 (1054 o |6.197 | u 4,082 o | 2.093
0 [1053] 1 | 095 0 | 5438 | © 1,158 0 | 1339
Y ] 1,296
A 2.58 2,15 2.57 2.19 1.9 0.44

Zrédlo: obliczenia wiasne

Na poziomie istotnosci rownym 0,05 tylko dla rozktadu Burra nie przyjmuje ona wartosci
ze zbioru krytycznego, co ostatecznie pozwala rozstrzygna¢, ktory z analizowanych modeli
najlepiej opisuje dane.

Wyznaczanie skiadki ubezpieczeniowej metoda najwiekszej
wiarygodnosci

Wyjsciowa zasada stosowang przy kalkulacji sktadki ubezpieczeniowe;j jest zasada réwno-
waznos$ci sktadki i wyptaconych w przysztosci odszkodowan i $wiadczen, zwana zasada
czystego ryzyka. Sktadka ubezpieczeniowa netto oznaczona symbolem P powinna spetniaé
nastepujacg rownosc:

P=E(X).

W praktyce ubezpieczeniowej zasada ta jest traktowana jako podstawowa ijest na ogdt
modyfikowana réznymi sposobami zapewniajacymi rownowage finansowa operacji ubez-
pieczeniowych w portfelach, ktore poprawiaja bezpieczenstwo finansowe.

Zatem dla zaktadu ubezpieczen istotng sprawg jest okreslenie sktadki na odpowiednim po-
ziomie, ktory bedzie zaakceptowany przez obie strony kontraktu ubezpieczeniowego, czyli
ubezpieczajacego i ubezpieczyciela. Ubezpieczyciel wysokos¢ przysztej sktadki okresla na
podstawie przeszlych obserwacji, na ogol dla catej homogenicznej grupy ryzyka.
Zauwazy¢ jednak nalezy, ze po pierwsze grupa moze by¢ zrdznicowana, zatem nalezatoby
bra¢ obserwacje dla poszczegolnych polis, a po drugie poszczegdlni ubezpieczajacy moga
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mie¢ roéwniez wlasne obserwacje dotyczace ubezpieczanego ryzyka, ktéore mozna
uwzgledni¢. W takich sytuacjach znajduje zastosowanie teoria wiarygodnosci.

Powstaje tutaj podstawowe pytanie: jaka da¢ wiarygodno$¢ obserwacjom dotyczacym
j-tego ryzyka, a jaka obserwacjom przesztym pochodzacym z catego portfela.

Aby okresli¢ sktadke netto w kontrakcie, nalezy obliczy¢ nastgpujaca wielko$¢:
z B(X;) + (1-z)E(X),

gdzie X opisuje ryzyko w postaci odszkodowania pochodzace z j-tej polisy lub z pewnej
j-tej grupy jednakowych polis o takich samych warunkach kontraktu, a X opisuje ryzyko
wygenerowane przez caly portfel polis. Natomiast z; jest wspolczynnikiem wiarygodnosci

spetniajacym nastgpujaca nieréwnos¢ 0< z, < 1.

Podstawowym problemem, jaki trzeba rozwigza¢ w przypadku stosowania tego typu

podejscia, jest wyznaczenie wspotczynnika wiarygodnosci z. Wspotczynnik ten powinien

spetnia¢ nastepujace warunki:

¢ im wigcej jest dostgpnych obserwacji dotyczacych danej podgrupy ryzyk, tym wigksza
jest waga tych obserwacji - wyzszy wspolczynnik wiarygodnosci;

¢ im wigksze sa roznice pomiedzy poszczegélnymi podgrupami ryzyk, tym wigksza
powinna by¢ waga obserwacji dotyczacych tych grup; im bardziej jednorodny jest
portfel polis, tym mniej zréznicowane powinny by¢ sktadki, w wigkszym stopniu
oparte na oczekiwanej wysokosci szkody dla catego portfela;

¢ im wigksze sa wahania wysokosci szkéd w obrebie danej podgrupy w czasie, tym
wigksza powinna by¢ waga przypisywana oczekiwanej wysoko$ci szkody dla catego
portfela (obserwacje pochodzace wytacznie z okreslonej podgrupy polis stajg si¢ mato
uzyteczne dla kalkulacji sktadki).

Jednym z najprostszych modeli, jakie majq zastosowanie do rozwiazania tego zagadnienia
jest zrbwnowazony model Buhlmanna.

W tym modelu zaktada si¢, ze portfel polis ubezpieczeniowym mozna podzieli¢ na
J podgrup, z ktérych kazda zawiera jednakowsq liczbe polis (mozna réwniez przyjaé, ze
kazda z podgrup sktada si¢ tylko z jednej polisy). Ponadto dostgpna jest taka sama liczba
obserwacji dotyczacych szkdéd wystepujacych w kazdej z grup - dla kazdej z podgrup
dostepne sa dane dotyczace T okresow. Czyli Xj oznacza wysokos¢ szkody powstatej
w j-tej podgrupie w okresie t. Dla grup skladajacych si¢ zn polis Xj moze by¢
interpretowane jako suma szkod powstatych w okresie t w grupie j lub tez ich $rednia.
Kazda z obserwacji mozna rozdzieli¢ na sumg trzech niezaleznych elementow:
X,=m+2,+E
gdzie:
m - $rednia wysokos¢ szkody dla catego portfela polis ubezpieczeniowych;

Ej - odchylenie od tej sredniej, ktdre charakteryzuje polisy nalezace do j-tej klasy;
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Ejt - odchylenie od sredniej szkody dla danej klasy, ktdre jest zwiazane zczasem
(charakteryzuje ,,dobre” i ,,zte” okresy posiadaczy polis ubezpieczeniowych).

Zaklada sig, ze 5 oraz Ej; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi Ze

EE)=EE;)=0. VarE)=a. Var(E,;)=5’

czyli o charakteryzuje réznice pomiedzy poszczegdlnymi polisami lub grupami polis.

Rozktad zmiennej losowej Z; opisuje strukturg ryzyka w portfelu. Podobnie rozktad zmien-
nej losowej = opisuje zmiany ryzyka w czasie, stad parametry o i s* mogg by¢ interpreto-
wane jako parametry ryzyka.

Mozna wykazaé, ze najlepsza w sensie minimalnego sredniego btedu kwadratowego
2
E|_{Xj,T+1 —gnXy — gJTXJT} J

prognoza wysokosci szkody dla grupy jw okresie T+1, ktéra jest kombinacja liniowa
obserwacji szkod, jest rowna sktadce wiarygodnej:

Z}j +(1 —Z)}
al
dzie Z=——
g al +s?

Wspotczynnik wiarygodnosci dla portfeli polis ubezpieczeniowych jest jednakowy dla
wszystkich wyrdznionych podgrup, czyli waga indywidualnego do$wiadczenia dla kazdej
grupy jest taka sama.

Ponadto:
R 1 J T
X=— X.
JT; ; ’
oraz
J— 1 T
X, =—> X.
J T ; ]1‘

Warto$¢ wspdtczynnika wiarygodnosci z niezbednego do kalkulacji sktadki zalezna jest od
wartosci parametrow ryzyka, charakteryzujacych portfel polis ubezpieczeniowych, oraz licz-
by dostepnych obserwacji szkdd dotyczacych danej podgrupy. Zatem estymator wspotczyn-
nika wiarygodnos$ci powinien opiera¢ si¢ na wczesniejszej estymacji tych parametrow.
Kalkulacja wspotczynnika z moze by¢ dokonana w oparciu o nastgpujace statystyki:

¢ MSB (mean-square-between):

J
ST, - ¥

MSB =~
J -1

Copyright © StatSoft Polska, 2003
Kopiowanie lub powielanie w jakikolwiek sposdb bez zgody StatSoft Polska Sp. z 0.0. zabronione



88

W StatSoft’ StatSoft Polska, tel. (12) 4284300, (601) 414151, info@statsoft.pl, www.statsoft.pl

¢ MSW (mean-square-within):

Statystyka okre§lona jako F = MSB/MSW ma wartos¢ oczekiwana rowna oT +s°,
natomiast statystyka MSW ma warto$¢ oczekiwang réwng s°. Stad statystyka réwna
1 -1/ F moze by¢ estymatorem wspdtczynnika wiarygodnosci z.

Zatem kalkulacja sktadki wiarygodnej oparta jest na stosunkowo prostych obliczeniach —
najprostszych statystykach, takich jak wartos¢ oczekiwana zmiennych Xj, czy wariancja
obliczone dla danych.

Ponizej przedstawione sa wyniki obliczen wiarygodnej sktadki dla niewielkiego portfela
polis ubezpieczen doméw. Polisy zostaly podzielone na 12 podgrup ze wzgledu na dwie
kategorie: wiek budynku (podzial na 3 kategorie: nowe - budynki mtodsze niz 10 lat, stare -
powyzej 30 lat, pozostate) oraz potozenie (podziat na 4 kategorie). Kazda z wyrdznionych
podgrup zawiera jednakowa liczbe polis ubezpieczeniowych. W tabeli przedstawione sa
dane dotyczace sredniej wysokosci szkody w kazdej z podgrup. Dostgpne dane obejmuja
okres 10 lat.

Tabela 4. Srednie wysokosci szkéd w podgrupach polis.
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 | X11 | X12

rok 1 | 98,88 | 85,42 | 94,55 | 94,13 [ 94,45 [101,59] 85,41 | 98,71 [ 96,67 [103,22]114,74| 89,20

rok 2 |109,83| 82,27 | 97,24 {100,48| 97,89 |107,87] 99,65 | 90,62 [101,12]102,73]|106,28(100,46

rok 3 |118,11] 96,89 |109,48| 85,36 [108,44| 97,51 | 96,31 [115,36(125,93] 95,68 | 97,67 106,70

rok 4 |114,24] 99,88 | 96,43 | 99,51 | 97,46 {102,93]115,42|102,75( 86,52 | 91,20 |100,93| 80,61

rok 5 ]109,19] 85,95 |103,81| 98,71 | 90,46 {108,06| 97,68 |111,12| 95,74 | 86,51 [117,91] 96,45

rok 6 |111,42] 85,42 | 90,92 {109,49] 91,33 [104,80| 87,44 |101,06{105,41| 98,76 |100,01|106,77

rok 7 1109,02{105,99]|111,34| 86,48 |111,36] 98,93 |110,69] 93,79 [106,66] 92,60 {100,93] 98,00

rok 8 |104,29] 94,29 | 90,43 [108,92| 98,22 [110,75]100,86| 94,06 | 90,34 | 90,73 |115,33]|102,13

rok 9 199,89 [105,86] 99,39 | 99,10 | 90,08 {100,96/100,09]{105,80| 89,17 |104,02{100,63]102,34

rok 10] 97,01 [ 99,29 | 93,09 | 98,51 |100,41| 97,87 | 87,33 |117,66]103,96/106,42(117,49{109,14

Zr6dto: obliczenia whasne

Dla analizowanego przyktadu warto$ci wymienionych wyzej statystyk sg nastepujace:
MSB=161,43 MSW = 68,55 F=2,3549

Wreszcie warto§¢ wspotczynnika wiarygodnosci wynosi z = 0,575353. Wspdtczynnik ten
jest jednakowy dla wszystkich wyrdznionych podgrup. Wysokos¢ sktadki wiarygodne;
oraz niezbedne obliczenia przedstawione sg w tabeli. Srednia szkoda w portfelu wynosi
100,34.
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Tabela 5. Obliczenia wiarygodnej sktadki

Grupa polis | Srednia szkoda w grupie | Wariancja szkod w grupie Sktadka
1 107,19 48,4069 104,28
2 94,13 78,3202 96,76
3 98,67 54,1843 99,38
4 98,07 63,2249 99,03
5 98,01 52,2475 98,99
6 103,13 21,2774 101,94
7 98,09 96,2792 99,04
8 103,09 86,8652 101,92
9 100,15 131,5773 100,23
10 97,19 46,2489 98,53
11 107,19 67,6326 104,28
12 99,18 76,3301 99,67

Zrédlo: obliczenia wiasne

Zastosowanie nawet bardzo prostych obliczen pozwala na odpowiednie zréznicowanie wy-
sokosci sktadki ubezpieczeniowej dla tego typu niejednorodnych polis ubezpieczeniowych.
Oczywiscie mozliwe jest réwniez zastosowanie metod opartych na analizie wariancji
ANOVA czy tez regresji, badz wreszcie uogolnionych modeli liniowych (GLM).
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